



Dynamic analysis of an endogenous growth model with finitely-lived patents 
Shunsuke Shinagawa・Eiji Tsuzuki  
Kanagawa University・Nanzan University
【要約】　This study provides a theoretical analysis on dynamics of an endogenous growth model un-
der a finiteness of a patent length. In a growth model in continuous time with finitely-lived patents, 
the law of motions is expressed as a differential-difference equation system, which includes both ad-
vance and delay differential equations. We investigate the differential-difference equation system de-
rived from the model, and clarify the impact of a finiteness of patent on the local stability. Our analy-





利潤動機に基づく民間経済主体の R&D（研究開発）活動は、持続的な経済成長の重要な源泉の 1 つ
であると考えられている。理論面からは「R&Dに基づく内生的経済成長モデル (R&D-based endoge-
nous growth model)」によってそのメカニズムが解明されてきた。基本モデルとして、Romer (1990);
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Li (2001); Kwan and Lai (2003); Iwaisako and Futagami (2003); O’Donoghue and Zweimuller
(2004); Furukawa (2007b); Futagami and Iwaisako (2007)などが挙げられる2。本研究ではこの中
から、Iwaisako and Futagami (2003)によって提示されたモデルを取り上げ、彼らによって提示され
た有限な特許期間を持つ R&Dに基づく内生的成長モデルの動学について解析的な分析を行う。Romer
(1990); Rivera-Batiz and Romer (1991) に代表される、水平的なイノベーションを扱う variety-
expansionモデルにおいては、多くの場合、永続的に有効な特許 (infinitely-lived patent）が仮定され
る3。Iwaisako and Futagami (2003)は、これらをベースとするモデルに、政策的に変更可能な特許期
間 (patent length) の有限性を導入し、特許政策が経済成長や社会的厚生に与える影響について理論的
に分析した研究である。








こうした Iwaisako and Futagami (2003)の議論は、均斉成長経路上で特許政策が成長率にどのよう
な影響を与えるかについて考察したものであるが、成長経路の安定性（決定性）には触れていない。もし
均斉成長経路が安定であれば、彼らの議論は大きな意味を持つが、もし不安定であるならば、そうした考
察自体が意味を失ってしまう。しかし、Iwaisako and Futagami (2003)のような、特許期間の有限性
を考慮した連続時間の内生的成長モデルの動学分析はほとんど行われていない。これは、動学体系が連続
時間と離散時間の混合である微分差分方程式体系（differential-difference equation system）となり、
数学的な分析が複雑になるためであると考えられる5。本稿では、Iwaisako and Futagami (2003)のオ
リジナル・モデルから導出される微分差分方程式体系を分析し、その動学的性質を明らかにすることを目
的とする。この結果、特許期間によらず均斉成長経路は局所的に決定であることが示される。
有限の特許期間を持つ離散時間の variety-expansion モデルの動学分析を行った研究としては De-
neckere and Judd (1992); Matsuyama (1999); Furukawa (2007a); Shinagawa (2013)などが挙げ




4 Iwaisako and Futagami (2003) ではさらに、模倣企業による違法な生産活動に対する罰金の大きさと解釈
することができる特許範囲（patent breadth）を導入したケースについても同様の分析を行っている。特許
範囲の存在を考慮したとしても、上述した彼らの基本的な結論は頑健である。
5 微分差分方程式の経済学への応用例としては、政策ラグの分析 (Asada and Yoshida, 2000; Yoshida and
Asada, 2007; De Cesare and Sportelli, 2005; Tsuzuki, 2014)や、ヴィンテージ資本モデル (Boucekkine
et al., 2004, 2005)、資本の time to build(投資の懐妊期間)モデル (Matsumoto and Szidarovszky, 2011,




変更するような状況は想定されていない。例外として、Futagami and Iwaisako (2007)は、Iwaisako
and Futagami (2003)同様、特許期間を政策的に変更可能な状況を想定して分析を行っている。離散時
間モデルの場合は、有限の特許期間を想定しても、微分差分混合方程式体系に直面するという問題はない




Helpman (1993); Kwan and Lai (2003); Furukawa (2007b); Barro and Sala-i-Martin (2004,
Chap.6)がある。このような想定の下では、動学体系が微分差分方程式体系とならないため、動学分析
は比較的容易である6。















Y (t) = AL1−αD(t)α, 0 < α < 1 (1)









ここで N(t)は t時点における中間財のバラエティ数である。これは、t時点までに N(t)種類の中間財





が発明されていることを意味する。Xj(t)は中間財 j ∈ [0, N ]の投入量である。各中間財の間の代替の弾
力性は 1/(1− α) > 1によって表される。
最終財をニュメレールとする。このとき、最終財生産企業の利潤最大化条件は以下のように表される。
(1− α)AL−αD(t)α = w(t),
αAL1−αXj(t)
α−1 = Pj(t) (2)
ここで w(t)は賃金率、Pj(t)は中間財 j の価格である。
2.2 中間財生産企業
各種中間財を 1単位生産するためには 1単位の最終財が必要であるとする。このとき中間財 j を生産
する企業の利潤は Πj(t) = (Pj(t) − 1)Xj(t) と表される。特許で保護された中間財を生産する企業は、
逆需要関数 (2)の下で、利潤 Πj(t)を最大化するように、価格と生産量を決定する。特許で保護された






































T (> 0) で表す。一家計の R&D への投資量を s(t)、特許で保護された中間財生産企業の株式保有数を
z(t)とすると、家計の異時点間の予算制約式を次のように表すことができる。
s(t) = z(t)Π̄ + w(t)− c(t)
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時点 tにおける株式保有数 z(t)は時点 tにおけるR&D投資によって増加し、時点 tで無効となる特許（す




よってもたらされる効用の限界損失 (1/c(t))e−ρt である。一方、消費を 1単位犠牲にして R&D投資を





































企業によって生産される中間財の種類数をNM とすると、NC(t) = N(t−T )、NM (t) = N(t)−N(t−T )


































である。qC と qM はそれぞれ競争的企業と独占企業の付加価値を表している。0 < α < 1 に対して
qC > qM が成り立つ。
モデルの動学は (5)と (6)によって特徴づけられる。(5)は c(t)の時間微分がその将来の値 c(t+ T )
に依存する方程式（advance differential equation）となっている。これは、家計の R&D投資の決定
が T 期後までの限界効用に依存することによる。一方、(6)はN(t)の時間微分がその過去の値N(t−T )




成長経路（balanced growth path, BGP)と定義する。本稿の目的は、この微分差分方程式体系の完全
な動学分析を行い、BGPの局所的決定性を明らかにすることである。
3 動学
(5) と (6) によって構成される動学体系は分解可能である。すなわち、(5) は c 以外の変数を含まず、














任意の tについて、g(t) = ḡ が成り立つとすると、次の式を得る。






T の値を所与としたときの BGPにおける c(t)の均斉成長率を g∗(T )と表す。所与の T について (8)が
ḡ の非負解を持つとき、それが均斉成長率 g∗(T )となる。Π̄/η ≤ ρのとき、(8)は任意の T について正
の解を持ち得ない。以下の分析では、このケースを排除するため、パラメータに以下の制約を課す7。
仮定 1 Π̄/η > ρ
任意の T について F (−ρ, T ) = 0 が成立する。limḡ→±∞ F (ḡ, T ) = ∞、∂F (−ρ, T )/∂ḡ = 1 −
(T Π̄/η)、∂2F (ḡ, T )/∂ḡ2 = Π̄e−(ρ+ḡ)TT 2/η > 0 であるため、T ≠ η/Π̄ であれば、F (ḡ, T ) = 0 は








となる。以下では、均斉成長率 g∗(T )が正となるケースについて分析を行うため、考察の対象を T > T
に限定する8。
ここで、特許期間 T と均斉成長率 g∗(T )の関係について論じておく。F (ḡ, T )の ḡ についての偏導関
数を ḡ = g∗(T )で評価すると、∂F (g∗(T ), T )/∂ḡ = 1− a(T )を得る。ただし、
a(T ) ≡ Π̄
η
e−(ρ+g
∗(T ))TT > 0
である。F (g∗(T ), T ) = 0を満たす g∗(T ) > −ρが存在するには、∂F (g∗, T )/∂ḡ > 0となるケースしか
あり得ない。さらに、ḡ > −ρについて、∂F (ḡ, T )/∂T = −Π̄(ḡ+ ρ)e−(ḡ+ρ)T /η < 0であることを用い
7 T → ∞ のとき、g∗(T ) = (Π̄/η)− ρ である。仮定 1 は T を十分大きくすれば、正の均斉成長率が達成可
能であることを意味する。
8 ロピタルの定理より、ρ → 0 のとき、T = η/Π̄ である。また dT/dρ > 0 であることから、ρ > 0 につい
て T > η/Π̄ である。
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ると、T > T > η/Π̄について、
(g∗)′(T ) = −∂F (g
∗（T ), T )/∂T
∂F (g∗(T ), T )/∂ḡ
=
Π̄(ḡ + ρ)e−(ḡ+ρ)T /η
















∗(T ))T [ĝ(t+ T )− ĝ(t)] (10)






∗(T ))T − Π̄
η
e−(ρ+g
∗(T ))T eµT = 0 (11)
を得る。この式は微分方程式 (9)の特性方程式である。この特性方程式は、eµT を含むため無限の個数の
解（固有値）を持つ。
3.1.3 ∆1(µ) = 0の根
変数 g(t) はジャンプ変数である。よって、均斉成長経路 g∗(T ) は、(11) のすべての根の実部が非負
（非収束解、non-convergent solution）であるときにのみ局所的に決定となる。
ここで、次のような新しい関数を定義する。
Ψ(µT ) ≡ T∆1(µ) = µT + a(T )− a(T )eµT (12)
T > 0なので、(12)の根の符号は∆1(µ) = 0の根の符号と必ず一致する。よって、以下では、∆1(µ) = 0
の代わりに Ψ(µT ) = 0の根の符号について検討する。
Ψ(µT ) = 0の根を µT = σ ± iκ（σ は実部、κ ≥ 0は虚部、iは虚数単位）と表す。µT = σ ± iκを
(12)に代入すると、次の式を得る。
Ψ(σ ± iκ) = σ ± iκ+ a(T )− a(T )eσ±iκ = 0
さらに、Eulerの公式（∀x ∈ R, e±ix = cosx± i sinx）を適用すると、





σ + a(T )− a(T )eσ cosκ = 0, (13)
κ− a(T )eσ sinκ = 0 (14)
3.1.4 実根
方程式Ψ(µT ) = 0は解として実根と複素根を持ち得る。まず、κ = 0と仮定して、実根の符号から検
討する。(14)は、κ = 0のとき、σ の値にかかわらず必ず成り立つ。κ = 0を (13)に代入すると、次の
式を得る。
ψ(σ) ≡ σ + a(T )− a(T )eσ = 0 (15)
Ψ(µT ) = 0の実根は (15)の実根として与えられる。ψ(0) = 0、ψ′′(σ) = −a(T )eσ < 0、lim±∞ ψ(σ) =
−∞なので、ψ′(0) = 1−a(T ) ̸= 0であれば、この方程式は 2つの実根を持つ9。ψ′(0) = 1−a(T ) < 0
ならば、(15)は σ = 0と負の実根を 1つ持つ。ψ′(0) = 1− a(T ) > 0ならば、(15)は σ = 0と正の実
根を 1つ持つ。すでに議論したように、∂F (g∗(T ), T )/∂ḡ = 1− a(T ) > 0が成り立つので、後者のケー
スが必ず成立する。σ = 0は非収束根である。したがって、T の値によらず、実数の収束根は現れない。
3.1.5 複素根
この小節では、κ > 0と仮定し、方程式Ψ(µT ) = 0の複素根の実部の符号を調べる。Ψ(µT ) = 0は無
限の個数の解を持つため、κと σ の組み合わせが無限に存在するが、以下ではそのすべてについて σ > 0
が成り立つことを示す。
(14)より、κ > 0のとき、sinκ > 0であることがわかる。よって、κのとり得る値は2hπ < κ < (1+2h)π,








これまでの議論より、1/a(T ) > 1であることがわかっている。また、κ ∈ (2hπ, (1 + 2h)π)について、
κ/ sinκ > 1が成立することが確かめられる。このため、(16)の右辺は必ず 1より大きくなり、この等
式を満たすためには、σ > 0でなければならない。すなわち、Ψ(σ± iκ) = 0のすべての複素根の実部は
正である。
3.1.6 決定性
以上の分析より、T > T に対して、Ψ(µT ) = 0は、非負の実根と実部が正の複素根のみを持つことが
確認された。このことは、特性方程式∆1(µ) = 0についても同様のことが成り立つことを意味している。
よって、我々は次の命題を得る。
命題 1 有限の T > T に対して、特性方程式∆1(µ) = 0の特性根の実部は正ないしゼロである。よって、
g∗(T )は局所的に決定である。
g(t)はジャンプ変数であるから、すべての t ≥ 0に対して g(t) = g∗(T )が成り立つ。消費の初期水準








時点 t ≥ 0 の消費は c(t) = c(0)eg



























(qM − ηg∗(T ))ν(t) + (qC − qM )e−g






qM − ηg∗(T ) + (qC − qM)e−g∗(T )T
qM > Π̄ であるので、qM − ηg∗(T ) > Π̄ − ηg∗(T ) が成立する。さらに、F (g∗(T ), T ) = 0 より、
Π̄−ηg∗(T ) = Π̄e−(ρ+g
∗(T ))T+ηρ > 0が成り立つ。以上から、qM−ηg∗(T ) > 0が成立する。qC−qM > 0
であることはすでにわかっているので、ν∗(T ) > 0となることが示される。
3.2.2 特性方程式の導出





(qM − ηg∗(T ))ν̂(t) + (qC − qM)e−g
∗(T )T ν̂(t− T )
]





(qM − ηg∗(T ))−
1
η
(qC − qM )e−g
∗(T )T e−λT = 0 (18)
この特性方程式は、e−λT を含むため、やはり無限の個数の解（固有値）を持つ。
3.2.3 ∆2(λ) = 0の根
N(t) はストック変数であるが c(t)はジャンプ変数であるため、ν(t) ≡ N(t)/c(t) はジャンプ変数で















(qC − qM )e−g
∗(T )TT > 0 (21)
である。やはり、T > 0なので、Φ(λT ) = 0の根の符号は、∆2(λ) = 0のそれと一致する。
Φ(λT ) = 0の根を λT = γ ± iω（γ は実部、ω ≥ 0は虚部）と表す。このとき、3.1.3節と同様の手
順により、(19)から次の 2本の式が得られる。
γ − b1(T )− b2(T )e−γ cosω = 0, (22)
ω + b2(T )e
−γ sinω = 0 (23)
3.2.4 実根
まず ω = 0と仮定して、Φ(λT ) = 0の実根の符号を調べる。ω = 0を (22)に代入すると、次の式を
得る。
ϕ(γ) ≡ γ − b1(T )− b2(T )e−γ = 0 (24)
(24) の実根は、Φ(λT ) = 0 の実根となる。任意の γ について、ϕ′(γ) = 1 + b2(T )e−γ > 0 であり、
ϕ(0) = −b1(T )− b2(T ) < 0、ϕ(b1(T )+ b2(T )) = b2(T )[1− e−(b1(T )+b2(T ))] > 0であるので、ϕ(γ) = 0
は、一意の正の実根を持つ。
3.2.5 複素根
以下では、ω > 0として、Φ(λT ) = 0の複素根について分析する。局所的決定性のために必要な発散
根の数は 1であるから、すべての複素根の実部が負であればそれが達成される。
(23) より、ω > 0 ならば sinω < 0 でなければならない。よって、(1 + 2h)π < ω < 2(1 + h)π,
h = 0, 1, 2, 3, . . .である。(23)を書き換えることで次の式が得られる。
















図 1は横軸に ω をとった平面に (26)を描いたものである。左辺の関数 G(ω)は ω 以外の他の変数に
依存しないため、それだけからグラフの形が決まる。これは、((1+ 2h)π, 2(1+ h)π)の各区間において
右下がりの曲線として描かれる。一方、(26)の右辺 b1(T ) − log b2(T )は ω に依存しないため水平線と
して描かれる。両曲線の交点が方程式 (26)の解となる。これは、((1 + 2h)π, 2(1 + h)π)の各区間に１
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図 1 複素根の虚部 ωh
つずつ、無限個の解を持つ。これらを、ωh, h = 0, 1, 2, 3, . . .と表すことにする。これらが、Φ(λT ) = 0
の無限に存在する複素根の虚部となる。さらに、それぞれの虚部 ωh に対応する実部を γh と表すことに
する。以下では T を所与として、次の補題を証明する10。
補題 1 次の条件が満たされるとき、そしてそのときのみ、γk < 0が成立する。






ここで、ω∗k(b1(T ))は、方程式 ξ(ω) ≡ b1(T )−(ω/tanω)の区間 ((2k+1)π, 2(k+1)π), k = 0, 1, 2, 3, . . .
における一意の解である。
証明． まず、γk = 0 が成立し、ある複素根が純虚根となる条件について考える。(25) と (26) より次
の式が得られる。




よって、γk = 0のとき ξ(ωk) = 0が成立する。ωk/ tanωk は、パラメータに依存せず、ωk の値のみに
よって決定される。このグラフが、図 2の上の図に描かれている。ωk は、((2k+ 1)π, 2(k+ 1)π)に属
することがわかっているので、グラフはこの区間については実線で、これ以外の区間については破線で
描かれている。((2k+1)π, 2(k+1)π)に属する ξ(ω) = 0の解を ω∗k(b1(T ))と定義しているので、図 2
の上の図に描かれているように、ω/ tanω のグラフの実線部分と、b1(T ) で水平な直線との交点が、各
ω∗k(b1(T ))となる。この図から明らかなように、ω∗k(b1(T ))は各区間 ((2k+1)π, 2(k+1)π)において一
意に決定される11。
10 Hayes (1950) も同様の方程式の解の特徴について考察している。しかし Hayes の定理は、複素根と実根を
含むすべての根の実部が負であるための必要十分条件を与えたものである。このため、ジャンプ変数を含む
動学体系の決定性について論じる際には、直接応用できない。
11 tanω > 0 となるのは、((2k + 1)π, (2k + 3
2
)π) の区間であるので、b1(T ) > 0 であることを考慮すると






図 2 b∗2,k(b1(T )) の決定
γk = 0のとき、(23)より次の式が得られる。




(29)の右辺も、パラメータに依存せず ωk の値にのみによって決定される。このグラフは図 2の下の図
のようになる。各 ωk ∈ ((2k + 1)π, 2(k + 1)π) について、(29) を満たす b2(T ) の値は一意に決まる。
ωk = ω
∗
k(b1(T ))を、(29)に代入すると、b2(T ) = b∗2,k(b1(T ))を得る。所与の b1(T )に対して、この式
が成立するならば、γk = 0 が成立する。図 2 には、所与の b1(T ) に対して、２つのグラフを介して各
b∗2,k(b1(T ))が一意に得られることが示されている。













− ω < 0であるので、(30)は正となる。
これより、b2(T ) < b∗2,k(b1(T ))のとき、ωk < ω∗k(b1(T ))となる。図 2の上の図に示されているように、
ω/ tanω は各区間 ((2k + 1)π, 2(k + 1)π) において ω の減少関数である。このため、(28) より次のこ
とが言える。







つまり、b2(T ) < b∗2,k(b1(T ))のとき、γk < 0が成立する。同様の方法で、b2(T ) > b∗2,k(b1(T ))のとき、
γk > 0が成立することを示すことができる。b2(T ) = b∗2,k(b1(T ))のとき、γk = 0となることはすでに
述べた通りであるので、b2(T ) < b∗2,k(b1(T ))が、γk < 0となるための必要十分条件である。
補題 1より、すべての複素根の実部が負になるための必要十分条件も導出することができる。
系 1 b2(T ) < b∗2,0(b1(T ))が成立するとき、そしてそのときのみ、特性方程式 Φ(λT ) = 0のすべての複
素根の実部は負となる。
証明． ξ(ω∗k(b1(T ))) = 0を用いて、(27)を書き換えると、b∗2,k(b1(T ))についての次の式を得る。






任意の k < hについて、ω∗k(b1(T )) < ω∗h(b1(T ))であるので、(31)より、b∗2,k(b1(T )) < b∗2,h(b1(T ))が成立
する。よって、b2(T ) < b∗2,0(b1(T ))が成立するのであれば、すべての k ≥ 1について、b2(T ) < b∗2,k(b1(T ))
が成立する。このことは、すべての γk が負であることを意味する。一方、ある k ≥ 0について γk ≥ 0
であるとすると、b2 ≥ b∗2,k(b1(T )) ≥ b∗2,0(b1(T ))であるので、b2(T ) < b∗2,0(b1(T ))は満たされない。
最後に、本稿のモデルにおいて、系 1の条件が満たされることを確認する。(20)、(21)を用いて次の
ような関数を定義する。
Λ(T ) ≡ b2(T )− b1(T )
T





(qC − qM )e−g
∗(T )T
以下では、Λ(T )の符号を示すことで、b1(T )と b2(T )の大小関係を明らかにする。このために、次のよ
うな新しい関数を定義する。








これは、F (g∗(T ), T ) に ρ = 0 を代入したものと等しい。∂F (g∗(T ), T )/∂ρ = ∂F (g∗(T ), T )/∂ḡ =
1− a(T ) > 0であるので、任意の ρ > 0について F0(T ) < F (g∗(T ), T ) = 0が成立する。
F0（T )と Λ(T )の差をとると次の関係を得る。
F0(T )− Λ(T ) =
1
η
(qM − Π̄) +
1
η
[Π̄− (qC − qM )]e−g
∗(T )T
e−g




∗(T )T = 1（つまり T → T）のとき、
F0(T )− Λ(T ) =
1
η











> 0である12。F0(T )− Λ(T )は e−g
∗(T )T
について単調であることは明らかなので、すべての e−g
∗(T )T ∈ (0, 1)について、F0(T )−Λ(T ) > 0、す
なわち、Λ(T ) < F0(g∗(T )) < 0である13。任意の T ∈ (T,∞)について、Λ(T ) < 0ということは、任
意の T > T について b2(T ) < b1(T )が成立する。
さらに、(31)より、b1(T ) < b∗2,0(b1(T ))であることは明らかである。このことから、任意の T > T に
ついて、系 1の条件が満たされることが確認できる。つまり、Φ(λT ) = 0のすべての複素根の実部は負
である。
3.2.6 決定性
これまでの議論をまとめると、Φ(λT ) = 0は、１つの正の実根と、無限個の負の実部の複素根を持つ。
特性方程式∆2(λ) = 0についても同様のことが成り立つので、我々は次の命題を得る。
命題 2 有限の T > T に対して、特性方程式 ∆2(λ) = 0は正の実部を持つ根を 1つだけ持つ。よって、
ν∗(T )は有限の T > T に対して局所的に決定である。
命題 1と命題 2は、特許期間の長さによらず BGPは局所的に決定である、ということを示している。
また、収束根に複素根を含むため、経済は振動しながらBGPに収束していく。この結果は、離散時間の動
学モデルを用いて、特許期間が BGPの安定性に与える影響について分析した Futagami and Iwaisako
(2007)の結果と整合的である。












12 符号は α のみに依存するので数値的に確認することが可能である。







< 0 なので、F0(T ) − Λ(T ) は e−g
∗(T )T について単調減少で
ある。よって、e−g
∗(T )T = 1 について F0(T ) − Λ(g∗) > 0 ならば、任意の e−g
∗(T )T < 1 について
F0(T ) − Λ(T ) > 0 である。反対に α > 0.5 のときは、F0(T ) − Λ(T ) は e−g
∗(T )T について単調増加
である。よって、e−g
∗(T )T = 0 について F0(T ) − Λ(T ) > 0 ならば、任意の e−g
∗(T )T > 0 について
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